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Ulohy diferencialniho a integralniho po¢tu s fyzikalnim ndmétem
Priklad 1

Hmotny bod kond pfimocary pohyb tak, Ze pro drahu s(t) uraienou za dobu t (od
pocateéniho okamZiku to = 0 s) plati rovnice s(t) =3t%2+50¢t+ 10. Uréete velikost
okamzité rychlosti tohoto nerovnomérného pohybu v ¢ase t a jeji hodnoty v okamzicich
t1=1sat,=8s.

Reseni

Hledana velikost okamzité rychlosti nerovnomérného pohybu je prvni derivaci drahy
podle Casu, tedy

v(t) = s'(t) =6t+50
Véaset;=1sjev(t;) =56m-s tavéiaset,=8sjev(t,) =98m - s~ 1.
Priklad 2

K baterii o elektromotorickém napéti 10V a vnitfnim odporu 2 Q je pfipojeny
spotrebic. Pti jakém odporu spotfebice bude jeho pfikon maximalni?

Reseni
U,=10V,R; =2 02;R =?pro Py

Ohmv zédkon pro uzavieny obvod napiseme ve tvaru U, = (R; + R) - I a vztah pro
vykon proudu v tomto obvodu je

U?>  (Ri+R)?-I?
P=U-1=R-I’= —= ——""——
R R

Tento vztah zderivujeme podle R (vzhledem k nému urcujeme maximalni prikon).
Tedy

2-(R; +R)- I R— (R;+R)?-1*>  (2R,R+2R*—R? —2R;R— R?)-I* _

P'(R) = 72 72

(RZ—RH)-1?* (R—-R)-(R+R)-I?
R? - R?

Nyni tuto derivaci polozime rovnu 0 a uréime extrémy funkce P(R). Ziskavdme dvé
feSenia to R = —R; a R = R;. Prvni feSeni nema fyzikalni smysl miZzeme uvaZovat pouze
druhé feseni, tedy maximalni pfikon bude pfiR =2 Q.



Priklad 3
Urcete, kdy jsou si nejblize predmét a skutecny obraz vytvoreny spojnou cockou
o dané ohniskové vzdalenosti f.

Reseni

Nejdfive provedeme preznaceni veli¢in, aby nedoSlo k zaméné nebo mylce pfi
ur¢ovani derivace.
a, = a ... predmétovd vzdalenost, a, = a’ ... obrazova vzdalenost

Podle zaddni maji byt pfedmét a obraz co nejblize. Proto si ozna¢ime h = a; + a,
a budeme hledat extrémy funkce h v zavislosti na a; nebo na a,.

Pro zobrazovani ¢ockou plati zobrazovaci rovnice

odkud si vyjadfime napf. neznamou a, pomoci druhé neznamé a,. Tedy

_af
, =
a;—f
dosadime do funkce h
a, - f a%

h = a1+a2: a1+

a budeme derivovat podle a;. Takze

2a1-(a1—f)—af_af—2a1f_ a, - (a; — 2f)

M) = = =T e (@)

Tato derivace nabyva svého minima pro a; = 0 — ale to nema fyzikdlni smysl, nebo
pro a; = 2f ato uz smysl ma. Zbyva dopocitat obrazovou vzdalenost a dostaneme vysledek
a, = 2f.

Pfedmét a skutecny obraz maji nejmensi vzdalenost pro pfedmétovou vzdalenost 2f,
obraz se nachazi ve vzdalenosti 2f od ¢ocky.



Priklad 4

Urcete praci potifebnou k vyneseni druZice o hmotnosti 250 kg do vysky 300 km nad
povrch Zemé. Hmotnost Zemé je M = 5,98 -10** kg, polomér Zemé R = 6378 km a gravitaéni
konstanta k = 6,67-10* N-m? -kg'z. Pfi reSeni neuvazZujte kinetickou energii druzice.

Reseni
Z Newtonova gravitac¢niho zakona vyplyva pro velikost gravitacni sily vztah

m-M
TZ

F=x

Pro velikost prace, kterou budeme konat proti plisobeni gravitacni sily, plati

b
W = fF(x)dx

Proto staci dosadit a ziskame

R+h R+h

W= f E ()d _j‘ m-Md _[ m-M]R+h_ m-M m-M
= 5 (M)dr = fo—g— dr ==k — ; =K — KTy
R R
e MR 4 108
R Ry T

Je potfeba vykonat praci 7,4-108 ).

Priklad 5

Uréete drahu s, kterou urazi hmotny bod pfi pfimocarém pohybu rovnomérné
zrychleném se zrychlenim a, je-li véase t = 0 s jeho velikost rychlosti v(0) = v, a draha
s(0) = s,.

Reseni
Draha s télesa (nebo hmotného bodu) pfi jeho ptfimocarém pohybu v ¢asovém

intervalu (t;; t,) s rychlosti o velikosti v = v(t) je dana vztahem
t2

s = J v(t)dt.

ty

V nasem pripadé bude
t

-

0
kde c = s,.

t

t
1 1
v(t)dt = f(at + vg)dt = [Eatz + vot] =Eat2 + vt + ¢,
0
0



Priklady k procviceni

1. Silnice, kterd ma Sifku 8 m, je osvétlovana lampou, kterd je nad osou silnice. V jaké
vySce nad silnici musi byt lampa, aby byl okraj silnice co nejvice osvétleny?

[2\/5 m]

2. Zakladna naklonéné roviny ma délku d. Urcete vySku naklonéné roviny (pfi
konstantnim d) tak, aby kulicka o hmotnosti m sjela z vrcholu naklonéné roviny v co
nejkratSim Case. Tfeni a odpor vzduchu zanedbejte.

[h = d]

3. Uréete praci W vykonanou silou o velikosti F(x) = kx (k =500N -m™1) pfi
vychyleni télesa na pruziné z polohy a = 0,1 m do polohy b = 0,2 m.

1 0,2
H—kxz] = 7,5]]

2 0,1
4. Vypocitejte drahu, kterou urazi hmotny bod mezi prvni a ¢tvrtou sekundou svého
pohybu, méni-li se jeho rychlost podle vztahu v(t) = 3

2
[3[2v2]} = 6m]
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