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Užití určitého integrálu při výpočtu obsahu rovinných útvarů a objemu 

rotačních těles 

Úvod 

1. Pro obsah rovinného S útvaru U omezeného osou x o rovnici y = 0, přímkami x = a, x = b 

a grafem spojité nezáporné funkce v uzavřeném intervalu 〈   〉 použijeme vztah 

  ( )   ∫  ( )   
 

 

 

2. Nabývá-li integrovaná funkce f v intervalu 〈   〉 nekladných hodnot, pak ∫  ( )     
 

 
. 

Proto pro obsah útvaru U platí vztah 

 ( )   |∫  ( )   
 

 

| 

3. Obsah obrazce ohraničeného grafy spojitých funkcí f, g a přímkami o rovnicích x = a, x = b 

nebo jen grafy spojitých funkcí f, g vypočteme pomocí vztahu 

 ( )   ∫ [ ( )   ( )]   
 

 

 

4. Rotací útvaru U omezeného osou x o rovnici y = 0, přímkami o rovnicích x = a, y = b a grafem 

spojité nezáporné funkce f (x) v uzavřeném intervalu 〈   〉 okolo osy x vznikne rotační těleso. 

Jeho objem určíme užitím vztahu 

     ∫   ( )  
 

 

 

Příklad 1 

Vypočítejte obsah rovinného obrazce, který je omezený grafy funkcí  ( )   √  a  ( )   
 

 
. 

Řešení 

Nejprve určíme x- ové souřadnice průsečíků obou grafů. Získáme je řešením rovnice √   
 

 
 a dále 

tím získáme dolní a horní mez určitého integrálu. Tedy 

√   
 

 
 

   
  

  
 

            

V intervalu 〈    〉 je graf funkce f nad grafem funkce g a proto od plochy pod grafem funkce f 

musíme odečíst plochu pod grafem funkce g. Tedy: 

 ( )   ∫ (√   
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Příklad 2 

Vypočítejte obsah obrazce ohraničeného grafem funkce          v intervalu 〈    〉 a osou x. 

Řešení 

Obsah tohoto obrazce je  

 ( )   ∫          [     ] 
                   

 

 

 

Příklad 3 

Vypočítejte obsah obrazce ohraničeného grafy funkcí                 . 

Řešení 

Nejprve určíme x- ové souřadnice průsečíků obou grafů. Získáme je řešením rovnice          

a dále tím získáme dolní a horní mez určitého integrálu. Tedy 

         

          

(   )  (   )    

             

V intervalu 〈    〉 je graf funkce f nad grafem funkce g a proto od plochy pod grafem funkce f 

musíme odečíst plochu pod grafem funkce g. Tedy: 

 ( )   ∫ [(    )    ]     [    
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Příklad 4 

Vypočítejte objem rotačního tělesa vzniklého rotací útvaru omezeného křivkou              

〈    〉, okolo osy x. 

Řešení 

Objem tohoto tělesa vypočítáme 

    ∫ (      )     
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Úlohy k procvičení 

1. Vypočítejte obsah obrazce ohraničeného parabolou o rovnici            a osou x. 

[
 

 
] 

2. Vypočítejte obsah obrazce ohraničeného grafy funkcí                  . 

[
 

 
] 

3. Vypočítejte obsah obrazce ohraničeného grafy funkcí                     

〈   
 

 
〉. 

[√   ] 

4. Vypočítejte objem rotačního tělesa vzniklého rotací útvaru omezeného křivkou 

           〈     〉, okolo osy x. 

[
     

  
] 
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