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Uziti urcitého integralu pfi vypoctu obsahu rovinnych utvara a objemu
rotacnich téles
Uvod
1. Pro obsah rovinného S Utvaru U omezeného osou x o rovnici y = 0, pfimkami x =a, x = b
a grafem spojité nezaporné funkce v uzavieném intervalu {a; b) pouZijeme vztah

b
SW) = f f(x)dx

2. Nabyva-li integrovana funkce f vintervalu (a; b) nekladnych hodnot, pak f: f(x)dx <0.

Proto pro obsah utvaru U plati vztah

SWU) =

fbf(x) dx

3. Obsah obrazce ohrani¢eného grafy spojitych funkci f, g a pfimkami o rovnicich x =a, x = b
nebo jen grafy spojitych funkci f, g vypoéteme pomoci vztahu

b
S(U) = f [F(0) — g0 dx

4. Rotaci utvaru U omezeného osou x o rovnici y = 0, pfimkami o rovnicich x = a, y = b a grafem
spojité nezaporné funkce f (x) v uzavieném intervalu {a; b) okolo osy x vznikne rotacni téleso.
Jeho objem uréime uzitim vztahu

b
V= nf f2(x)dx

Priklad 1

Vypotitejte obsah rovinného obrazce, ktery je omezeny grafy funkci f(x) = Vx a g(x) = z

n
Reseni

. vs , v . o vs o o , , . v v , . X ,
Nejprve uréime x- ové souradnice prisecik(i obou grafd. Ziskame je Fe$enim rovnice vVx = , a dale

tim ziskame dolni a horni mez urcitého integralu. Tedy

X

V=g

*= 16
x1=0;x2=16

Vintervalu (0; 16) je graf funkce f nad grafem funkce g a proto od plochy pod grafem funkce f
musime odecist plochu pod grafem funkce g. Tedy:
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Priklad 2

Vypocitejte obsah obrazce ohrani¢eného grafem funkce f:y = sin x v intervalu (0; ) a osou x.
Reseni

Obsah tohoto obrazce je

Y
sSW) = f sinxdx = [—cosx]§f = —cosm+cos0=0+1=1
0

Priklad 3
Vypotitejte obsah obrazce ohrani¢eného grafy funkci f:y = 3 — x?%; g:y = 2x.
Reseni
Nejprve uréime x- ové soufadnice priseciki obou grafli. Ziskame je fe$enim rovnice 3 — x? = 2x
a ddle tim ziskdme dolni a horni mez urcitého integrdlu. Tedy
3— x2=2x
x2+2x—-3=0
x+3)-x—-1 =0
x1= —=3;x,=1

Vintervalu (—3;1) je graf funkce f nad grafem funkce g a proto od plochy pod grafem funkce f
musime odecist plochu pod grafem funkce g. Tedy:

1 x3

1
S(U)=J [(3—x2)—2x]dx=[3x———x2] =(3—%—1>_(_9+9_9)=3;_2
-3

s 3

Priklad 4

Vypocitejte objem rotacniho télesa vzniklého rotaci utvaru omezeného kfivkou f:y =14 cosx,x €
(0; 1), okolo osy x.
Reseni

Objem tohoto télesa vypocitame

T
V= T[J (14 cosx)?dx =
0

™ 5 _ cosx - sinx + x7"
=7Tf(1+2cosx+ cos x)dx=7r[x+251nx+ > =
0 0
T 3
_ N 2.2
—n(n+2) 2”




Ulohy k procviceni

1. Vypotitejte obsah obrazce ohrani¢eného parabolou o rovnici y = 2x? — 4x a osou x.
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3. Vypocitejte obsah obrazce ohrani¢eného grafy funkci f:y =sinx;g:y =cosx;x €
(0; 2.

2. Vypotitejte obsah obrazce ohrani¢eného grafy funkci f:y = x2 —1; g:y = x + 1.

VZ-1]
4. Vypocitejte objem rotacniho télesa vzniklého rotaci uUtvaru omezeného kfivkou
fiy =x%+1,x € (—2; 2), okolo osy x.

412 ¢
5



PouZité zdroje a literatura:

BENDA, Petr. A KOL. Sbirka maturitnich prikladd z matematiky. 8. vydani. Praha: SPN, 1983. ISBN 14-573-83.
BUSEK, Ivan a KOL. Shirka uloh z matematiky pro IV. roénik gymndzii. 1. vydéni. Praha: SPN, 1991. ISBN 80-04-
23966-8.

BUSEK, Ivan. Resené maturitni ilohy z matematiky. 1. vydani. Praha: SPN, 1985. ISBN 14-639-85.

CIBULKOVA, Eva a KUBESOVA Nadéida. Matematika — piehled stfedoskolského uciva. 2. vydani. Nakl. Petra
Velanova, Trebic, 2006. ISBN 978-80-86873-05-3.

FUCHS, Eduard a Josef KUBAT. A KOL. Standardy a testové ulohy z matematiky pro Ctyfletd gymndzia. 1. vydani.
Praha: Prometheus, 1998. ISBN 80-7196-095-0.

HRUBY, Dag a KUBAT, Josef. Matematika pro gymndzia — Diferencidini a integrdini pocet. 3. vydani. Praha:
Prometheus, 2008. ISBN 978-80-7196-363-9.

PETAKOVA, Jindra. Matematika: pfiprava k maturité a pfijimacim zkouskdm na vysoké skoly. 1. vydani. Praha:
Prometheus, 1999. ISBN 80-7196-099-3.

POLAK, Josef. Prehled stiedoskolské matematiky. 4. vydani. Praha: SPN, 1983. ISBN 14-351-83.





