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Druh ucebniho materidlu vzorové priklady a ptiklady k procvic¢eni

Ocekavany vystup Zak ovlada goniometrické vzorce a umi je aplikovat pfti
Upravach vyrazl a reSeni rovnic i nerovnic a dalSich prikladd

Anotace materidl je vhodny nejen k vykladu a procvicovani, ale i
k samostatné praci zak(, k jejich domdci pripravé, velké
uplatnéni najde zejména pti pripravé Zaka k maturitni zkousce
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Redené priklady:

1) Aniz urcite hodnotu x, vypoctéte hodnoty goniometrickych funkci

, . - 3 3
sin 2x,cos 2x,tg 2x,sin 4x, cos 4x, je-li cosx = - AXE (n; En).

Reseni:

Pri feSeni vyuZijeme vzorce:
(1) sin®x + cos?x =1
(2) tg x = sinx

(3)sin2x = 2sinx cosx

CcoS X
(4) cos 2x = cos? x — sin® x

Nejdrive si vypoCteme pomoci vztahu (1) hodnotu sinx, kterd bude vzhledem k podmince
pro x zdpornd.

) 9 16 4
sinx =—+V1l—cos?2x=—[1-—=— |[—=—-
25 25 5

Ze vztahu (3) vypocteme sin 2x:

03 _2(4)( 3)_24
St ex = 5 5) 25

Ze vztahu (4) vypolteme cos 2x:
2

2_( 3) (4)2_9 16 7
osex=\"5s 5) T25 25 25
Pomoci vztahu (2) a predchdzejicich dvou vysledki vypocteme tg2x

in 2 o 24
sin2x 3%
t 2x = = = —_-—
84X = Cos 2x 7 7
25

Vztah (3) vyuZijeme i pro vypocet sin 4x:

) . ] 24 7 336
sin4x = sin(2 - 2x) = 2sin2x cos 2x = 2 e (—£> =~z
Podobné vyuzZijeme vztah (4) pro stanoveni hodnoty cos 4x:

_ 7\* 24\* 49 576 527
cos 4x = cos(2 - 2x) = cos? 2x — sin? 2x = (— —) - ( )

25 25) T 625 625 625
Zaveér:
2T 24 336 ae = 527
smx—25,cosx— 25,gx— 7,sm X = 625,cos X = 675
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2) Dokazte, Ze pro pripustné hodnoty x € R plati:
Ccos 2x 1,

3 5 = 7 Sin” 2x

cotg-x —tg“x 4

Reseni:
Pomoci vhodnych vzorcii budeme upravovat levou stranu rovnosti tak, abychom ziskali vyraz
na pravé strané.

cos 2x cos?x —sin?x  cos?x —sin?x

cotg?x —tg2x cos?x sin?x  cos*x —sin*x
sin?x cos?x  sin?x-cos’®x
sin? x - cos? x - (cos? x — sin? x)

s 2 2
= , , = sin®x - cos*x =
(cos? x + sin? x) * (cos? x — sin? x)
2

1 21
= (sinx - cosx)? = (EZ -sinx - cosx) = (E-sin2x> =
— 1 : 22
= sin”2x
Rovnost je platnd.

Nyni je nutné stanovit, pro kterd x € R rovnost plati.

Plati ndasledujici podminky:

- musi byt definovdna funkce cotgx — x # km,k € Z spojit do jedné podminky
- musi byt definovdna funkce tgx — x # (2k + 1)%,1{ €EZ } X # kg,k EZ

- musi platit cos? x — sin® x # 0 > cos x # isinx—>x¢%+k§,k€2

Obé zvyraznéné podminky Ize spojit a vyjadrit ve tvaru: x # k%, keZ

3) Pomoci vhodnych goniometrickych vzorca upravte vyraz:
sin(30° + x) — sin(30° — x)
cos(60° + x) + cos(60° — x)

Reseni:

V 1. kroku uprav pouZijeme ndsledujici vzorce:
. . X+ . X

(1) sinx —siny = 2 cosTy . smTy

x+ X—
(2) cosx + cosy = 2COSTy'COSTy

Ziskame vyraz:
2 cos 30°-sinx

2cos 60°-cosx

(3]



Vykratime, zndmé hodnoty vycislime a podil funkci sinx a cosx nahradime funkci tgx a
ziskame:

V3

%tgx =3- tgx

N

Zbyvad uZ jenom podminka: x # (2k + 1) g, keZ

4) Urcete pravdivostni hodnotu vyroku:
1

tg 25° + cotg 50° = sin 50

Reseni:
1 1 cos 25° - sin 50°

tg 25° + cotg 50°  sin25° | cos 50° ~ 5in 25° - sin 50° + cos 50° - cos 25°
cos 25° * sin 50°

_ cos 25°+ 2 -sin 25°- cos 25° _
~ sin25°- 2 - sin 25° - cos 25° + (cos? 25° — sin? 25°) - cos 25°

~ 2 -sin 25° - cos? 25° 3
"~ 2-sin225° - cos 25° + cos3 25° — sin2 25° - cos 25°

2 - sin 25° - cos? 25° 3
cos 25° - (2 - sin? 25° + cos? 25° — sin? 25°)

_ 2-sin25°-cos25° 500
" sin2 25° 4 cos? 25° s

Upravami jsme dospéli od levé strany k pravé, vyrok je pravdivy.
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5) Zjednoduste vyrazy a stanovte podminky:
1 —cos2x sin 2x

+ =
sin 2x 1+ cos2x

2 cotg% - sin? %

X X
in2 2
sin cos
2 2

Reseni:
Pri upravé 1. vyrazu pouZijeme vzorce pro dvojndsobny uhel.
1—c032x+ sin 2x 1—coszx+sin2x+ 2 sin x cos x
sin 2x 1 + cos 2x 2sinx cosx 1+ cos?x —sin? x
2 sin? x 2sinxcosx sinx sinx
= — + > = =2tgx
2 sinx cos x 2 COS* X COSX COSX
Podminky:

T
sin2x #0 » 2x #kn,ke€Z - xikE,kEZ

T
cos2x #—1 - 2x +#n+ 2kn,k€Z - x¢§+k7t,kEZ
sinx #0 - x#km,k€Z

T
cosx #0 —>x¢E+k7r,k€Z

VSechny podminky jsou obsaZeny v prvni z nich.

Pri upravé 2. vyrazu uplatnime definici funkce cotg x a ve jmenovateli si vytkneme (-1).

X
coss
2 . ,X

reote sk PanE 2 2 sin% cos?

cotg * sin®> _ sin _ sincos > _
sin? % — cos? % — (c052 % — sin? %) - (cos2 % — sin? %)
V ziskanych vyrazech bychom méli vidét vzorce pro dvojndsobny uhel.

. X
sin (2 ' 7) sinx

B X =_cosxz_tgx

—Cos (2 . 7)
Podminky:

musi byt definovdna funkce cotgg - ;—C +kn,ke€eZ - x # 2kn,k € Z
musi byt definovdna funkcetgx — x # (2k + 1)%, keZ
mus/p/atitsin;—C #* icos;—c - g ¢§+ k%,k €Z » x+ (2k+ 1)%,]{ €EZ

Oznacené podminky plati soucasné.
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Priklady k procvicovani:

1) Aniz urcite hodnotu x, uréete hodnoty goniometrickych funkci

, . L 3
sin 2x,cos 2x,tg 2x,sin 4x, cos 4x, je-li cosx = " AX E (g, n).

spravné reseni:
3V7 3V7 31

. 1 .
sin2x = —T,COSZX = —g,thx = 3\/7, sin 4x =370 cos4dx = 3

2) Ukazte, 7e pro véechna x € R plati rovnost: v/2 sin (x — %) = sinx — cos x

3) Pomoci vhodnych goniometrickych vzorc( upravte vyraz a stanovte podminky:
sinx + sin 3x

cos x + cos 3x

spravné reseni:

T
tg2x;x¢k-z,keZ

5 vow .
4) Prox = — ?n vypoctéte hodnotu vyrazu:

cos(2m — 2x) + sin? x

%sin 2x

spravné fedeni: V3

5) Urcete pravdivostni hodnotu vyroku:
sin40° - sin 70°
(1 + cos40°) - (1 + cos 20°)

= tg10°

spravné feseni: vyrok je pravdivy
napovéda: sin x = cos(90° — x)

(6]



6) Zjednoduste vyrazy a stanovte podminky:
1 sinx 1 sin x + sin 2x

1—sinx cos?2x 1+sinx 1+ cosx + cos 2x

spravné feseni:

sin x 2T

T s s
Ax¢(2k+1)§,k€Z tgx Axi[(2k+1)§,?+k§],k62

cos? x

(7]
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