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Druh ucebniho materidlu vzorové priklady a ptiklady k procvic¢eni

Ocekavany vystup Zak zna definice goniometrickych funkci, znd a umi aplikovat
zakladni vztahy mezi goniometrickymi funkcemi, naértne grafy
goniometrickych funkci, umi z nich vycist vlastnosti

Anotace materidl je vhodny nejen k vykladu a procvicovani, ale i
k samostatné praci zak(, k jejich domdci pripravé, velké
uplatnéni najde zejména pfi pripravé zaka k maturitni zkousce
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Redené priklady:

1) Aniz pouzijete kalkulacku, uréete hodnoty funkci sin x, cos x, cotg x, je-li tg x =

2 3
—— AXE (—n’; 211).
3 2

Reseni:
Pri reseni vyuZijeme zdkladni vztahy mezi hodnotami goniometrickych funkci:
(1) sin®x + cos?x = 1
1
(2) cotg x = P

sinx

(3)tg x =

cos x

Vypocet cotg x:

1 3
cotg x = _2=_E
3

Vypocet cos x:
Ze vztahu (3) vyjddfime sinx = sinx =tg x - cosx. Za fci sinx ze vztahu (1) dosadime
1—cos?x =

2 .
V1 — cos?x = _E *COS X wvvvnannnn umocnit

2 4 2
1 —cos“x =—=cos“x
9
13
1 =—cos“x
9
5 9
CoS°x = —
13
313 y 3 oy 313
|cos x| = 5 protoZe x € (> ; 21 ), je resenim cos x = BT

Vypocet sin x:
Ze vztahu (1) si vyjddfime |sin x| = V1 — cos?x. ProtoZe x € G TT; 27r), bude hodnota funkce

sin x zdpornd.

A N 2V13
S = 13~ |13~ 13
Zaveér:

i3 _3V13 o3
sinx = 3 C0SX = —z—;cotgx = — o

(2]



2) Uréete definiéni obory funkci: f: y = Vsinx; g: y = log(sinx); h: y = \/log(sinx).

Reseni:
Aby byla funkce f definovdna, musi byt pod odmocninou nezdporné Ccislo. Tedy plati:
sinx = 0. Oborem hodnot funkce sin x je interval (—1; 1), proto je zfejmé, Ze sinx € (0; 1).
Z jednotkové kruZnice nebo z pribéhu grafu funkce sin x snadno odvodime, Ze

x € (0 + 2km; mw+ 2kn),k € Z
Defini¢nim oborem funkce f je sjednoceni téchto intervall, coZ zapiseme ndsledujicim
zpusobem: D(f) = Ugez{(2km; m + 2km)}.

Aby byla definovdna funkce g, musi byt v argumentu logaritmu kladné Cislo, proto sinx > 0.
Dalsi postup je podobny jako pfi stanovovdni defini¢niho oboru funkce f. Tedy

sinx € (0;1) = x € (0+ 2km; m+ 2km),k € Z
Zapiseme defini¢ni obor funkce g: D(g) = Ugez{(2km; m + 2km)}.

Pro stanoveni definicniho oboru funkce h plati: log(sinx) >0 = sinx > 1. Vzhledem

k oboru hodnot funkce sin x, vyhovuje podmince jensinx =1 = x = §+ 2km, k € Z.

Defini¢ni obor funkce h Ize zapsat ve tvaru: D(h) = Ugez {g + Zkﬂ'}.

3) Urcete hodnoty goniometrickych funkci:

f:y =cos2x;g:y = sin’x — cosx; h:y = cotg x — tg x, pro x =257".

Reseni:

Goniometrické funkce jsou periodické, proto si x nejdrive upravime:
251 s

X=—"= 4 + 3

, , 7 eev v vs [
Pro stanoveni hodnot danych funkci jiZ staci pouzit pouze x = -

f(z) = cosz—n = cosE =1

6 6 3 2
(n)_ LT n_<1>2 V3 1 V3 1-2V3
I\g) =M 6 O35 T2 2 2 2 4
T\ s T _E_Sﬁ—ﬁ_&
h(3)=cotgl—tgg=V3-F =202 =5

Zaveér:

(zsn) 1 <25n) _1-2V3 h(25n> _2V3

NS )=29\% )= "% )==3
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4) Jaké podminky musi platit pro m € R, aby rovnice cos x = Tm o neznamé x ER a

parametru m € R, méla neprazdnou mnozinu rfeseni?

Reseni:
Aby rovnice méla neprdzdnou mnoZinu reseni, musi zlomek na levé strané rovnice patfit do

oboru hodnot funkce y = cos x. Plati tedy:
2—m

52m=>-1
Jinak fe¢enom € (—1;5)

5) Nacrtnéte graf funkce y = 3 cos (Zx — g) - 1.

Reseni:
Abychom mohli graf dané funkce dobre nacrtnout, provedeme upravu rovnice funkce:

s
y = 3cos[2(x—z)]—1

Vychdzime zgrafu funkce f:y =cosx a musime si uvédomit vyznam jednotlivych

koeficientl. Zacindme koeficientem 2, ktery ovlivriuje velikost nejmensi periody (frekvenci),

v nasem pripadé ji zmensi ze 2xna ra sestrojime graf funkce g:y = cos 2x.

TR AN BTN

v/ . . . s , . v % v v, %
Dalsim koeficientem je — ktery ovliviuje posun grafu ve sméru osy x. V nasem pripadé

dojde k posunu grafu funkce g:y = cos2x o % ve sméru kladné poloosy x. Ziskame graf

funkce h:y = cos [2 (x - %)] = oS (Zx — g)

AN ENAAIN SNV AENN
RRERE NI SELF X

(4]




Nyni se budeme vénovat koeficientu 3. Mad vliv na tzv. amplitudu. Méni totiZ obor hodnot,
v nasem pfipadé bude oborem hodnot interval (—3;3). Sestrojim graf funkce p:y =

3cos(2x—§).
-O 2 2/ m “

A zbyvd posledni koeficient —1. Ten md vliv na posun grafu ve sméru osy y, v nasem

konkrétnim pripadé se graf funkce p posune o 1 ve sméru zdporné poloosy y. A zakreslime

graf nasi funkce ze zaddni. Na obrdzku Cerveny graf funkce q: y = 3 cos (Zx - g) -1

IR N

(5]



6) Sestrojte graf funkce:
a) f:y = sinx + sin|x|
b) g:y = sinx — |sin x|

Reseni:

a) U funkce f je nezndmd v absolutni hodnoté, proto musime uvaZovat, jak bude vypadat
funkce f v pripadé, kdy x = 0, a jak v pfipadé, kdy x < 0.

x = 0: f:y = sinx + sinx = 2 sinx = funkce s oborem hodnot (—2; 2)

x <0:f:y =sinx + sin(—x) = sinx — sinx = 0 = konstantni funkce

2.

b) U funkce g j e v absolutni hodnoté sin x, proto i nyni uvaZujeme 2 pripady.

sinx >0 je pro kaZdé x € (0+ 2km; m+ 2kn),k€Z = g:y =sinx—sinx =0=

konstantni funkce

sinx <0 je pro kazdé x € (—m + 2km; 0+ 2kn),k € Z = g:y =sinx — (—sinx) =

2sinx = funkce s oborem hodnot (—2; 2)
5]

Graf funkce g zakreslen spolu s grafem funkce sin x, aby byly dobre viditelné intervaly, v nichZ
funkce sin x nabyvad nezdpornych hodnot, a intervaly, ve kterych ma zdporné hodnoty.

Poznamka:
Zamérné poulZito dvoji vyjadreni obloukové miry na soufadné ose x.

(6]



Priklady k procvicovani:

1) AniZ poutzijete kalkulacku, uréete hodnoty funkci sin x, cos x, tg x, je-li cotg x = —; A
T
X €E (Eﬁ'ﬂ).
spravné reseni:
, 5v29 229 2
sinx = ;co_s*)c:—w;tgx:_g

2) Urcete defini¢ni obory funkci:

f:y =+vV1+sinx; g:y =log(1l — sinx); h:y = {/log(1 — sinx).

spravné reseni:

D(f) =R; D(g) = R\ U {% + 2kn}; D(h) = U{(—n + 2k 0 + 2km))

kezZ kez

3) Urcete hodnoty goniometrickych funkci

fiy= —sin2x;g:y=coszx—sing;h:y= cotg 2x — tg? x, prox=207n.

spravné reseni:
f(Em) = LENg (2r) = 1-2V3, h () = ¥3-9

3 2 3 4 '’ 3 3

4) Jaké podminky musi platit pro m € R, aby rovnice sinx :% 0 neznamé x ER a

parametru m € R, méla neprdzdnou mnoZinu reseni?

spravné reseni:
m € (—9; —1)

(7]



5) Nacrtnéte graf funkce y = —3 sin (Zx + g) + 2.

ATk

spravné reseni:

-\'Q/ -3m/2 v -1/2 \ C/ /2 v 3m/2 v
-1

6) Sestrojte graf funkce:
a) f:y = tgx + tg|x|
b)g:y = tgx — |tgx|
spravné reseni:

a)

-3

-4

(8]



b) pro ujasnéni je zakreslen i graf funkce tg x

4

w

N

—
1

m 312 T /2 0 /2 3m/2 -

7) V téze soustavé souradné zakreslete grafy funkci:
fiy=cosx;g:y=—2cosx;h:y =cos2x;p:y = cos(2x + m)

spravné reseni:

&)
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