=

~ .
!* x *i ...
, * * .
evropsky L
SOCIaInl" - OP Vzdélavani
[~ fondvCR EVROPSKA UNIE pro konkurenceschopnost

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI

Projekt
SABLONY NA GVM
Gymnazium Velké Mezirici
registracni Cislo projektu: CZ.1.07/1.5.00/34.0948

IV-2  Inovace a zkvalitnéni vyuky smérujici k rozvoji matematické
gramotnosti zak( stfednich skol

ZAKLADNI TYPY DUKAZU, MATEMATICKA INDUKCE

Autor Hana Macholova
Jazyk cestina
Datum vytvoreni 10. 11. 2012
Cilova skupina Zaci 16 — 19 let
Stupen a typ gymnazialni vzdélavani
vzdélavani
Druh ucebniho vzorové priklady a pfiklady k procviceni
materialu
Ocekavany vystup zak umi provést pfimy, nepfimy dlikaz, dlikaz sporem a

matematickou indukci

Anotace material je vhodny nejen k vykladu a procvi¢ovani, ale i
k samostatné praci zak(, k jejich domdci pripravé, velké
uplatnéni najde zejména pfi pripravé zaka k maturitni
zkousce


Lístek s poznámkou
VY_42_INOVACE_MA1-02-Macholova-Hana


Resené Ulohy:

1. Provedte primy dikaz a dlikaz sporem vyroku: \/10- V11 < \/10+ V11 -1.

Reseni:
a) Primy dlkaz

VyuZijeme schéma pfimého dikazu vyroku B:

i. Zvolime pravdivy vyrok A.

ii. Dokazeme, Ze plati A= B (vétSinou pomoci fetézce implikaci).
iii. Zavér: Plati B.

Zadanou nerovnost B: \/10-\/ﬁ < \/10+\/ﬁ —1 upravime na tvar:
By:1< 10+ V11 — 41011

Obé strany nerovnice jsou kladna ¢isla. Pfi umocnénim na druhou obou stran nerovnosti

dostaneme: B,: 1<10+\/1_1—2\/10+\/1_1\/10—\/1_1 +10—+/11.
Zjednodusime: Bs: 1<20-2v100-11
Ba: % <89
Bs: ? > /89
Umocnime na druhou:
BSZ ﬁ- >89
4

Odtud mame pravdivy vyrok:
A: 90,25 > 89.

Tim v3ak jeSté dGkaz neni proveden. Zatim vime, Ze B=B, =B, =B, =B, =B, = A

plati, pficemz A plati. Z toho ale neplyne, Ze B plati. Zatim jsme provedli tzv. rozbor.
Primy dikaz dostaneme obracenim postupu uUprav. Zacneme-li od vyroku A, ten
odmocnime atd. Bude se nasledné jednat o pricteni ¢i odecteni urcitého realného Cisla
k obéma strandm nerovnice, umocnéni obou nezapornych stran nerovnosti, nasobeni
obou stran nerovnosti tymZ nenulovym dcislem, coZ jsou ekvivalentni Upravy, a proto
dostavame, Ze

A= B, = B, = B, = B, = B, = Bplati.

Vime, Ze A plati.

Zavér: B plati.
b) Dlikaz sporem:

Schéma dikazu sporem daného vyroku B:
i. Vyslovime predpoklad, Zze dokazovany vyrok neplati, tedy Ze plati jeho negace B'.



ii.DokdZzeme, Ze plati —B = C (vétSinou pomoci fetézce implikaci), kde C neplati.
iii. Zavér: —B neplati = B plati.

Pfedpokladejme tedy, Ze vyrok \/10 V11 < \/10+ JVi1-1 neplati, tedy plati jeho negace

—B: y10-4/11 > 10+/11 -1

Nyni budeme postupovat jako u pfimého dlikazu a ziskdme nésledujici vyroky:

=B, :

—B,:
—B;:

—-B, :

1>410+ 11 —410- 11
1>10++11-210++11110—11 +10—+11.

1>20-2/100—11
2./89 >19

Odtud ziskdme nepravdivy vyrok C: 89 > 90,25
Retézec implikaci —B = —B, = —B, = —B, = —B, = C plati, C neplati.

Zavér: —B neplati. KdyZ neplati negace plvodniho vyroku —B, pak plati plvodni vyrok B.

Tedy vyrok v/10-+11 <10 ++/11 —1 plati.

Dokazte, 7e Vne N :3‘n2 =3n.

Reseni:

Vyuzijeme neptimy dlkaz. DokdZzeme tedy obménénou implikaci.
Obména: YneN:3tn =3 1tn’

n=3k+1

3 tn = nastane jedna z moznosti: keZ.

n=3k+2

. n=3K+1=>n’ = (3K +1) =9k + 6k +1=23(3k? + 2k )+1=>3 tn’.
in=3k+2=n"=(3k+2)° =9k* +12k + 4 =9k* +12k +3+1=
=3(3K? + 4K +1)+1=>3 tn?,
Obména: Yne N:3tn =3 tn” tedy plati = ptvodni vyrok ¥Yne N :S‘n2 = 3n plati.

. a) Vyslovte obmé&nu, obraceni a negaci véty: Vne N :Z‘n2 = 2n.

b) Rozhodnéte o pravdivosti vSech téchto vét a sva tvrzeni dokazte.
c) Lze na zakladé reseni predchazejicich ¢asti ulohy rozhodnout o pravdivosti véty:

vneN :2‘n<:>2|n2?

Redeni:

a) Obména: VneN:2tn=2 tn?.
Obraceni: Vne N :Z‘n :>2|n2.

Negace: 3ne N :Z‘n2 A2in.

b) Plvodni, obménéna i obracend implikace jsou pravdivé, negace je nepravdiva.

Dukazy:



i. Obména: Vne N:2tn=2 tn?. Tuto vétu dokdZzeme piimym ddikazem. Pokud
provedeme pfimy dlikaz pravdivosti obménéné véty, potom soucasné provadime
neprimy dikaz plvodni véty.
2tn=>n=2k+1, kde k e Z = n? =4k? + 4k +1=2(2k? + 2k }+1=>2tn.

ii. Obraceni: Vne N Z‘n = 2|n2. Také vyuzijeme pfimého dikazu:
n=n=2kkeZ=n’=4k>=2-2k = 2n’.

iii. Negace: Tvrzeni, Ze negace (d3ne N :Z‘n2 A21n) neplati, Ize dokazat pomoci
nasledujici Gvahy: Pokud n® je sudé, Ize zapsat n” = 2k, k € Z . Pokud n je liché,
lze zapsat n=21+1,1e€Z =n®= (2I +1)2. Nyni porovname vyse uvedena
vyjadreni n?:

Muselo by platit: 2k = (2| +1)’

2k = 41° +41 +1

2k =2(21% + 21)+1
Na pravé strané rovnosti mame sudé Cislo a na levé strané liché Cislo. Vyse
uvedena rovnost tedy neplati= negace neplati.

c) Vyse jsme uvedli nepfimy dikaz plvodni implikace i pfimy dikaz obracené implikace,
a tim jsme dokazali ekvivalenci Vne N :Z‘n & 2|n2. Lze tedy rozhodnout a véta

s ekvivalenci je pravdiva.

4. DokaZz pomoci matematické indukce: Vn e N :1+2+...+(n—1)+ n= n(n2+1)
Reseni:
i. Nejprve vétu dokazeme pro n=1:
1-(1+1)
V(1): 1= 2 je pravdivy vyrok.
ii. Dale dokazeme, ze
vneN:1+2+..+(n-1)+n =M:>1+2+...+(n—1)+n+(n+1) :W
n(n+1)
DCkaz druhého kroku- nahradim soucet 1+2+..+(n=1)+n vyrazem — 5 :

2 2
1+2+...+(n—1)+n+(n+1):M+(n+1): n +nJ2an+2 -0 +§n+2 =
_(n+1)n+2)

2

Druhy krok je dokazan.

Zavér: Uvedena véta plati.
5. DokaZte, 7e Y¥ne N:3n®+2n.



Redeni:
i. Nejprve vétu dokdZzeme pro n=1:
V(1) B: 3\13 +2-1 je pravdivy vyrok.
ii. Déle dokazeme, Ze plati Yne N :3n’+2n=Vvne N :3{(n +1)* +2(n+1)

Dikaz druhého kroku- upravujeme vyraz (n +1)3 + 2(n +1) tak, abychom vyuzili
n’+2n:

(n+1)° +2(n+1)=n*+3n?+3n+1+2n+2=n°+2n+3n? +3n+3=

=n® +2n+3(n2 +n+1)

Soucet rozdélime na dvé &asti: n® +2n je délitelnd 3 vzhledem k predpokladu
B‘n3 +2n adruha &ast 3(n2 +n+1) je zfejmé také délitelnd 3, tedy cely soucet
n®+2n+3(n? +n+1) je délitelny tfemi.

Druhy krok je dokazan.

Zavér: Uvedena véta plati.

Priklady k procviceni:

1.

2.

Dokazte, ze Vne N :G‘n3 —n. [RozloZte vyraz na soucin tfi po sobé jsoucich Cisel].
Dokazte nepiimo vétu: Vn e N :1O‘n2 +6=51tn.
[Obména: Vne N :5n =10 tn” +6, tu dokazeme: 5n =5’ =5tn” +6 =10 tn’ +6 ]

Dokazte, 7e Vx € R:5-3% —3.3*" =36.3". [Pfimy dikaz Gpravou levé strany rovnice.]

Provedte primy dikaz a dikaz sporem vyroku:

a) 134412 <1+413-412
b) \/\/§+\/€ < 2+\/\/§—\/E [Analogicky jako pfiklad 1 viz vysSe.]

Dokazte, Ze Cislo log 5 je iracionalni.
p
P

[Dlkaz provedte sporem. Negace: log 5 je raciondlni= |095=—:>5:lOE =59=10°,

ale 5% -liché, 10" - sudé, rovnost neplati, spor.]

Dokaste, 7e Vne N:1* +2% +3% +...+n’ =%n(n +1)2n+1).



[DGkaz provedte metodou matematické indukce, oznagime-li s, =1° +2°+3* +...+n?,
bude s,,, =s, +(n+1).]

v v 3 3 3 3 1 2 2
Dokazte, 7e Vne N :1*+2°+3* +..+n =" (n+1).

[DGkaz provedte metodou matematické indukce, oznatime-li s, =1°+2°+3% +..+n?,

bude s,,, =5, +(n+1)°.]

DokaZte, ze Vne N : 45" —1.

[Dlkaz provedte metodou matematické indukce, pfi ovérovani predpokladu vyjadrete
5" =5.5"=4.5"+5" ]
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